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Clasa a VII-a
SOLUTII

Problema 1.
a) Notam cu M, N, P,Q mijloacele segmentelor [AB],[BC],[CD] si, respectiv [ DA]. Rezultd ca
G e (OM), %:E,Gz € (ON),%:E, G;e(oP), 06y _2 si G,€(00Q), 9G4 _2  peoarece
oM 3 ON 3 OoP 3 o0 3
diagonalele unui paralelogram se taie in parti congruente, rezulta ca [OM ] este linie mijlocie 1n triunghiul
AABC, [OP] este linie mijlocie n triunghiul ABCD, [ON ] este linie mijlocie 1n triunghiul AABC si
[OQ] este linie mijlocie in triunghiul AABD, de unde obtinem cd OM || BC, OP|| BC si ON || DC,
OQ|| AB, adica punctele M,G;,0,G;, P sunt coliniare si punctele N,G,,0,G,,Q sunt coliniare. Tot

din proprietatile linei mijlocii Intr-un triunghi obtinem ca OM =OP = B—ZC = ATD s1 ON =0Q = DTC = AB ,

2
3 3 2 3 3 3 2 3 3 3 2 3
0G4=§-OQ=§-%=A—3B. Prin urmare, OG; = 0G; =B—3C si 0G2=0G4=%, adica diagonalele

patrulaterului G;G,G3G, se taie in parti congruente, deci G;G,G3G, este paralelogram, ceea ce trebuia

demonstrat.

b) Daca G,G,G3G, este dreptunghi, atunci G,G; = G,G, < OG; +0G; = 0G, +0G, < BTC+B—3C =

AB AB . .
=——+— & BC=AB. Prin urmare, ABCD este paralelogram cu doud laturi aldturate congruente

3
[AB] si [BC], de unde obtinem cd ABCD este romb.

¢) Perimetrul paralelogramului ABCD este Pypcp = AB+BC+CD+DA=2-(AB+ BC)=36, deci

B B AB AB 2-(AB+BC
AB+ BC =18. Dar, G1G3+G2G4 :G10+0G3+G20+0G4:TC+TC+T+T:¥:

_2I8 12 cm. Raspuns, G\G3 +G,G4 =12 cm..

Problema 2.

a) Din ipotezd avem ci n=abcd =(m—1)-m-(m+1), unde me N, m>2. Deci, n=m’>—m si
1000 < m> —m < 10000, de unde deducemca 11<m < 21. Tinand cont ca printre numerele m—1, m, m+1
sunt doud numere prime, obtinem cd m=12 sau m=18. Avem cad n=11-12-13=1716 cu ab=17 si
cd =16 sau n=17-18-19=5814 cu ab=58 si cd =14. Dar, din ipotezd avem cd cd si absunt

numere naturale consecutive, deci problema are o singurd solutie n=abcd =1716.
b) Notdm cele 2013 numere naturale nenule cu a;,a,,as,...,a,9;3 $i presupunem prin absurd ca

acestea sunt distincte doua cate doud. Fara a restringe generalitatea putem presupune cd numerele



naturale ay,a,,as,...,d53;3 sunt ordonate crescator, adicd @) <a, <ay<..<da,y;3. Deoarece

a21,a,22, a3 23, ..., a3 = 2013, rezulta inegalitatile l+i+i+...+ I S1+l+1+...+L<
al az 613 a2013 2 3 2013

1 1 1 1 1 1 1 1 1. 1 1 1 1 1
<l+—+—+..+ + ot =14 —4= |+ ==+ —+= |+...+ + +ot <
2 3 2013 2014 2047 (2 3) (4 5 6 7j [1024 1025 2047)

1 1 1 1 1 1
<I+| —4= [+| —+—+—+— |+
2 2) 4 4 4 4

+ ! + ! +...+ ! <1+1+1+...+41=11. Prin urmare, avem
1024) ———

1024 1024 ollod
de 1024 ori
1 1 R - . . S <
—+—+...+ <11, ceea ce este in contradictie cu ipoteza. Deci, presupunerea facuta este falsa, de
4 4 4013

unde deducem ca cel putin doud numere naturale dintre cele 2013 numerele naturale nenule a,a,,a;,...,ay3
sunt egale.

Problema 3.

Rezultaci a-((a+d)—(b+c))=a-(a—c)+a-(d—b)=a-(a—c)+a-d—a-b=a-(a—c)+b-c—a-b=
=a-(a—c)-b-(a—c)=(a-b)-(a—c)>0, de unde deducem ca a+d >b+c, adicd m <k . Conform
ipotezei a-(2° —a)=b-(2" -b) & 2" -b-2" .a=b —a*  de unde rezulti ca 2" divide b” —a”  adica 2"
divide (b—a)-(b+a). Dacd 4|(a+b) si 4|(b—a),atunci4 divide (a+b)+(b—a),adicd 4divide 2-a,
de unde obtinem ca 2|a ,ceea ce reprezinta o contradictie, deoarece a este numar natural impar. Prin
urmare, numerele a+b si b—a nu sunt ambele divizibile cu 4 si folosind ca 2" divide (b—a)-(b+a),

obtinem ca unul dintre numerele b+a si b—a este divizibil cu 2™ numar pe care-1 notdm cu x.
Deci, 2" | x §i 0<x<b+a<b+c=2",deunde obtinem x=2""". Dacd a si b nu sunt prime intre
ele si p este un divizor comun care este numar natural prim, atunci din b+a = 2" sau p—q=2""
rezultd ca p divide 2™ adica p =2, de unde obfinem mai departe cd a si b sunt numere naturale
pare. Contradictie, deci numerele naturale a si b sunt prime intre ele. Dacd b si ¢ nu sunt prime intre
ele si g este un divizor comun care este numdr natural prim, atunci din b+ ¢ =2" rezultd ca g divide

2™, adica g =2, de unde obtinem mai departe ci b si ¢ sunt numere naturale pare. Contradictie, deci

numerele naturale b §i ¢ sunt prime intre ele. Analog se demonstreaza cd a si ¢ sunt prime intre ele.
Am obtinut ca:
® numerele naturale a si b sunt prime intre ele
* numerele naturale a si ¢ sunt prime intre ele
e a-d=b-c,adici a|b-c,

de unde de rezulta ca a =1, ceea ce trebuia demonstrat.



